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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Έλα δηαρξνληθό θαηλόκελν ηεο ζεκαηνδνζίαο ησλ παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ ζηα 

Μαζεκαηηθά (ηδηαίηεξα κεηά από ρξνληέο πνπ θαηαγξάθνληαη πςειά πνζνζηά 

αξηζηνύρσλ) είλαη ε επηινγή νξηζκέλσλ εξσηεκάησλ κε απνθιεηζηηθό θξηηήξην ηε 

δηάθξηζε ησλ πνιύ ηθαλώλ ππνςεθίσλ. Απηά ηα εξσηήκαηα, αλάινγα κε ηελ νπηηθή 

γσλία από ηελ νπνία εμεηάδνληαη, ραξαθηεξίδνληαη ζπλήζσο σο «πξσηόηππα» ή 

«παξαπιαλεηηθά». 

Σηελ εηζήγεζε ζα παξνπζηάζνπκε δεδνκέλα από ηελ αμηνιόγεζε ησλ γξαπηώλ ζηα 

Βαζκνινγηθά Κέληξα γηα λα εμεηάζνπκε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν αληηκεησπίδνπλ 

απηά ηα εξσηήκαηα νη ππνςήθηνη θαη ηελ επίδξαζε πνπ έρνπλ ζηηο επηδόζεηο ηνπο.   
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Ειζαγυγή 

Σηε δεκόζηα ζπδήηεζε πνπ δηεμάγεηαη θάζε ρξόλν γηα ηα ζέκαηα ησλ παλειιαδηθώλ 

εμεηάζεσλ αθνύγνληαη ζπρλά ραξαθηεξηζκνί όπσο «πξσηόηππα» ή «παξαπιαλεηηθά 

εξσηήκαηα». Ζ νπζία ηνπ δεηήκαηνο βξίζθεηαη βέβαηα ζην ζθνπό πνπ εμππεξεηνύλ 

νη ζπγθεθξηκέλεο εμεηάζεηο, ν νπνίνο επηβάιεη λα ππάξρνπλ νξηζκέλα εξσηήκαηα πνπ 

ζα πεηύρνπλ ηε ιεπηή δηάθξηζε θαη θαηάηαμε ησλ ππνςεθίσλ (ηδηαίηεξα ζηηο πςειέο 

βαζκνινγηθέο θιάζεηο). Ζ ζρεηηθή ζπδήηεζε όκσο παξεθηξέπεηαη ζπρλά ζε πξόσξεο 

ή αβάζηκεο εθηηκήζεηο γηα ηε δπζθνιία ησλ εξσηεκάησλ απηνύ ηνπ είδνπο θαη ηελ 

επίδξαζε πνπ έρνπλ ζηελ επίδνζε ησλ ππνςεθίσλ. 

Απηό ην θαηλόκελν είρε ιάβεη αξθεηέο θνξέο ζην παξειζόλ αθξαίεο δηαζηάζεηο, κε ηε 

δεκηνπξγία ζεκάησλ πνπ είραλ ςεπδείο ππνζέζεηο ή εμεδεηεκέλσλ ζεκάησλ πνπ 

αθξνβαηνύζαλ ζηα όξηα ηεο δηδαθηέαο/εμεηαζηέαο ύιεο ή αθόκε θαη ιαλζαζκέλσλ 

εξσηεκάησλ πνπ πξνθάιεζαλ γεληθόηεξε αλαηαξαρή.1 

Σηελ παξνύζα εηζήγεζε ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ αλάιπζε θάπνησλ εξσηεκάησλ πνπ 

ηέζεθαλ ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ησλ ηειεπηαίσλ εηώλ θαη ζα επηρεηξήζνπκε λα 

ειέγμνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο ζηνηρεία από ηηο αληίζηνηρεο επηδόζεηο ησλ ππνςεθίσλ 

ζηα Βαζκνινγηθά Κέληξα, ηελ εγθπξόηεηα νξηζκέλσλ ζρνιίσλ πνπ δηαηππώζεθαλ 

ζηε ζρεηηθή δεκόζηα ζπδήηεζε. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε σο παξαδείγκαηα εξσηήκαηα 

από ηηο πξόζθαηεο εμεηάζεηο ησλ εηώλ 2022, 2021, 2017 θαη σο κέηξν ζύγθξηζεο έλα 

εξώηεκα από ηηο εμεηάζεηο ηνπ 2008. Υπάξρνπλ θπζηθά πνιύ πεξηζζόηεξα 

παξαδείγκαηα αιιά ε επηινγή ησλ ζπγθεθξηκέλσλ έγηλε κε θξηηήξην ηελ ηξέρνπζα 

εμεηαζηέα ύιε ησλ παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ ώζηε λα είλαη δπλαηή ε παξαθνινύζεζή 

ηνπο από καζεηέο ηεο Γ΄ Λπθείνπ.     

 

 

 

 

 

 

                                                           
1
 Ο αλαγλώζηεο πνπ ελδηαθέξεηαη λα εκβαζύλεη  ζηε κειέηε ηνπ δεηήκαηνο ησλ «πξσηόηππσλ» ή 

«παξαπιαλεηηθώλ» ζεκάησλ ησλ παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ, ζα βξεη πνιιά παξαδείγκαηα θαη 

ιεπηνκέξεηεο ζηελ εξγαζία [1] θαη ην βηβιίν [2] ησλ βηβιηνγξαθηθώλ παξαπνκπώλ πνπ γίλνληαη ζην 

ηέινο ηεο εξγαζίαο.   
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1. «Ππυηόηςπα» ή «παπαπλανηηικά» επυηήμαηα ζηο θέμα Δ ηυν πανελλαδικών 

εξεηάζευν ηος 2022  

Γηα όζνπο αζρνινύληαη ζπζηεκαηηθά κε ηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο, ε εκθάληζε ελόο 

«πξσηόηππνπ» ή «παξαπιαλεηηθνύ» εξσηήκαηνο ην 2022 ήηαλ πνιύ πηζαλή, επεηδή 

ην πξνεγνύκελν έηνο είρε θαηαγξαθεί κηα ππέξκεηξε αύμεζε ηνπ πνζνζηνύ ησλ 

άξηζησλ γξαπηώλ ζηα Μαζεκαηηθά (δειαδή γξαπηώλ πνπ βαζκνινγήζεθαλ ζηε 

θιάζε [18–20]). Ήηαλ ινηπόλ αλακελόκελε θάπνηα «αληίδξαζε» ηεο επηηξνπήο 

ζεκαηνδνηώλ γηα πεξηνξηζκό ηνπ θαηλνκέλνπ. 

Τα πξώηα ρξόληα κεηά ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ Καηεπζύλζεσλ από 

ην ζύζηεκα ησλ Οκάδσλ Πξνζαλαηνιηζκνύ ην 2016 θαη ηηο αιιαγέο ζην ζύζηεκα 

ησλ εμεηάζεσλ (π.ρ. εμαίξεζε ησλ ππνςεθίσλ ησλ Δπηζηεκώλ Υγείαο από ηελ 

εμέηαζε ζηα Μαζεκαηηθά θαη δηαθνξεηηθή «θηινζνθία» επηινγήο ησλ ζεκάησλ), είρε 

θαηαγξαθεί κεγάιε πηώζε ηνπ πνζνζηνύ ησλ άξηζησλ γξαπηώλ. Απηή ηελ πηώζε 

αθνινύζεζε όκσο κία δηαδνρηθή, κεγάιε αύμεζε ηελ ηξηεηία 2019-2021, όπσο 

γίλεηαη θαλεξό από ηνλ επόκελν πίλαθα (ηα ζηνηρεία πξνέξρνληαη από ηηο εηήζηεο, 

επίζεκεο αλαθνηλώζεηο ηνπ Υπνπξγείνπ Παηδείαο): 

Έηνο Πξνζαλαηνιηζκόο Υπνςήθηνη 
Βαζκνινγηθή θιάζε 

[0 – 10) [18 – 20] 

2019 
ΘΔΤΗΚΟΣ 21521 46,59% 10027 9,74% 2097 

ΟΗΚΟΝΟΜΗΚΟΣ 24031 73,96% 17731 1,58% 380 

2020 
ΘΔΤΗΚΟΣ 15171 33,13% 5027 14,41% 2187 

ΟΗΚΟΝΟΜΗΚΟΣ 23269 75,6% 17590 1,73% 404 

2021 
ΘΔΤΗΚΟΣ 14654 31,8% 4660 19,01% 2786 

ΟΗΚΟΝΟΜΗΚΟΣ 24196 72,76% 17606 2,66% 644 

2022 
ΘΔΤΗΚΟΣ 14165 34,99% 4957 11,88% 1683 

ΟΗΚΟΝΟΜΗΚΟΣ 24871 73,56% 18296 1,51% 375 

Όπσο είλαη θαλεξό από ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα, ηελ ηξηεηία 2019-2021 ην πνζνζηό 

ησλ άξηζησλ γξαπηώλ ηεο Οκάδαο Πξνζαλαηνιηζκνύ Θεηηθώλ Σπνπδώλ απμήζεθε 

από ην 9,84% ζην 19,01% (δειαδή ζρεδόλ δηπιαζηάζηεθε), ελώ κε ην 2022 επαλήιζε 

ζε «θπζηνινγηθά» επίπεδα (11,88%). 
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Βαζηθό ξόιν ζε απηή ηε κείσζε είρε ζην ζέκα Γ, επεηδή ζε απηό εκθαλίζηεθαλ 

θάπνηα εξσηήκαηα ηα νπνία ζα κπνξνύζαλ λα ραξαθηεξηζηνύλ σο «παξαπιαλεηηθά» 

ή θαη «πξσηόηππα». 

 

Πανελλαδικέρ Εξεηάζειρ 2022, Θέμα Δ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : (0, +)  ΗR  κε ηύπν f(x) = x – ln(3x) 

Γ1.  i) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο x1, x2, κε 

x1 < 1 < x2. (κνλάδεο 6) 

        ii) Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή.   (κνλάδεο 2) Μνλάδεο 8 

Σηα παξαθάησ εξσηήκαηα, x1 θαη x2 είλαη νη ξίδεο πνπ αλαθέξνληαη ζην εξώηεκα Γ1. 

Γ2. Αλ Δ είλαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο f θαη ηνλ άμνλα xx, λα απνδείμεηε όηη: 

  2 1 1 2

1
Δ x x x x 2

2
         Μνλάδεο 7  

Γ3. Να απνδείμεηε όηη:  1f 2 x 0              Μνλάδεο 4 

Γ4. Να εμεηάζεηε αλ ε εμίζσζε:   2 22f (x) ln 3 1 f x x x     έρεη ιύζε. 

             Μνλάδεο 6 

 

Σην ζέκα απηό ην 80% ησλ ππνςεθίσλ έιαβε ιηγόηεξεο από 12,5 κνλάδεο (δειαδή ηε 

βάζε) ελώ γύξσ ζην 60% δελ απάληεζε ζε θαλέλα εξώηεκα πιήξσο. Από ηελ άιιε 

κεξηά, νη ππνςήθηνη πνπ αλήθνπλ ζηελ πςειόηεξε βαζκνινγηθή θιάζε [20–25] ήηαλ 

ιίγν πάλσ από 5%. 
2
  

Ο ηξόπνο δεκηνπξγίαο ηνπ πξνεγνύκελνπ ζέκαηνο θαη ε αιιεινπρία ησλ δηαδνρηθώλ 

εξσηεκάησλ γίλεηαη θαλεξόο αλ ζρεδηάζνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f (ε νπνία θπζηθά δελ ήηαλ δεηνύκελε ζηηο εμεηάζεηο).  

 

 

 

 

 

                                                           
2
 Τα ζπγθεθξηκέλα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία πξνέξρνληαη από δύν Βαζκνινγηθά Κέληξα ηεο Θεζζαινλίθεο 

θαη έλα Βαζκνινγηθό Κέληξν ηεο Αζήλαο, ζηα νπνία αμηνινγήζεθαλ ζπλνιηθά 3373 γξαπηά.   
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Η γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςνάπηηζηρ f(x) = x – ln(3x) ζηο θέμα Δ/2022 

 

Τν εξώηεκα Γ1 γηα ηελ ύπαξμε ησλ ξηδώλ θαη ηελ θπξηόηεηα δελ παξνπζηάδεη 

ηδηαίηεξε δπζθνιία θαη είλαη βαζηθό γηα ηε ζπλέρεηα. Δπηζεκαίλνπκε όκσο ηελ 

αζπλήζηζηε έθθξαζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ θακππιόγξακκνπ ρσξίνπ ζην εξώηεκα Γ2, 

ζηε κνξθή ηνπ εκβαδνύ ελόο ηζνδύλακνπ ηξηγώλνπ κε ίδηα βάζε (x2 – x1) θαη ύςνο 

(x1 + x2 – 2). Από ηε ζρέζε απηή, επεηδή είλαη x2 – x1> 0,  ζπλάγεηαη άκεζα όηη ηζρύεη 

x1 + x2 – 2 > 0  2 – x1 < x2 

Λακβάλνληαο επίζεο ππόςε όηη είλαη x1 < 1 ζπκπεξαίλνπκε όηη 1 < 2 – x1 < x2 θαη 

άξα ηζρύεη ε δεηνύκελε αληζόηεηα f(2 – x1) < 0 ζην εξώηεκα Γ3. 

Ζ νπζηαζηηθή καζεκαηηθή ζεκαζία ηνπ εξσηήκαηνο Γ4 αθνξά ηελ απόδεημε (θαη 

ίζσο ηελ αλαδήηεζε θάπνηαο γεσκεηξηθήο εξκελείαο) ηεο αληζόηεηαο 

2f(x)  f(1) + f (x2)(x – x2), 

κε ζπλδπαζκό ησλ πιεξνθνξηώλ όηη ε f είλαη θπξηή ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο θαη 

παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην γηα x = 1. Δίλαη πξνθαλέο όηη ε «κεηάιιαμε» απηήο ηεο 

αληζόηεηαο ζε «αδύλαηε εμίζσζε» ζην εξώηεκα Γ4 εμππεξεηνύζε απνθιεηζηηθά ηηο 

εμεηαζηηθέο ζθνπηκόηεηεο (κόλν ην 4% ησλ ππνςεθίσλ έιαβε ηηο 5 κνλάδεο ηνπ 

εξσηήκαηνο). Σηε δεκόζηα ζπδήηεζε πνπ αθνινύζεζε κεηά ηηο εμεηάζεηο, αξθεηνί 

έκπεηξνη εθπαηδεπηηθνί θαη ζπγγξαθείο ραξαθηήξηζαλ ηα εξσηήκαηα Γ3 θαη Γ4 σο 

«πξσηόηππα».  

Αμίδεη ζην ζεκείν απηό λα αλαθέξνπκε όηη ζε πνιιά γξαπηά (νξηζκέλα πνιύ ηθαλώλ 

ππνςεθίσλ) δόζεθε κηα δηαθνξεηηθή ιύζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ4. Σηε ιύζε απηή είλαη 
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εκθαλήο ε πξνζπάζεηα εθαξκνγήο κηαο κεζνδνινγίαο πνπ απνδεηθλύεη κε δηάθξηζε 

πεξηπηώζεσλ γηα ηε ζέζε ηνπ x ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο θαη απαγσγή ζε 

άηνπν, όηη ε ζπγθεθξηκέλε εμίζσζε είλαη αδύλαηε. Ζ εμίζσζε κεηαζρεκαηίδεηαη έηζη 

ώζηε λα εκθαληζηνύλ νη ιόγνη κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγώγνπ ηεο ζε 

ζπγθεθξηκέλα δηαζηήκαηα. Με δηαδνρηθέο εθαξκνγέο ηνπ Θεσξήκαηνο Μέζεο Τηκήο 

νη ιόγνη απηνί εμηζώλνληαη κε ηηκέο ηεο πξώηεο θαη δεύηεξεο παξαγώγνπ νη νπνίεο 

έρνπλ γλσζηό πξόζεκν από ηε κειέηε ηεο κνλνηνλίαο θαη ηεο θπξηόηεηαο ζην Γ1.
3
 

Οη ππνςήθηνη πνπ απάληεζαλ νξζά ζην εξώηεκα Γ4 κε απηό ηνλ ηξόπν αθηέξσζαλ 

ππεξβνιηθό ρξόλν (όπσο ζα δείμνπκε ζηελ παξνπζίαζε, ζε νξηζκέλα γξαπηά ε ιύζε  

κε ην ζπγθεθξηκέλν ηξόπν ήηαλ πιήξεο αιιά θάιππηε 4 ππθλνγξακκέλεο ζειίδεο!). 

Τν γεγνλόο απηό δείρλεη όηη γηα ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο ηνπιάρηζηνλ ππνςήθηνπο, ηα 

ππόινηπα ζέκαηα ήηαλ πνιύ εύθνια. 

Ζ κεηαηξνπή ηνπ δεηνύκελνπ, από απόδεημε κηαο αληζόηεηαο ζε απόδεημε όηη ε 

αληίζηνηρε εμίζσζε είλαη αδύλαηε ζα κπνξνύζε ελδερνκέλσο λα ραξαθηεξηζηεί σο 

«παξαπιαλεηηθό» εξώηεκα, αιιά απηή δελ επεξέαζε ηειηθά ηε κεγάιε πιεηνςεθία 

ησλ ππνςεθίσλ (νη πεξηζζόηεξνη ησλ νπνίσλ αζρνιήζεθαλ θαζόινπ ή ειάρηζηα κε 

ην εξώηεκα Γ4. Λεηηνύξγεζε όκσο αξλεηηθά ζε όζνπο αληηκεηώπηζαλ ην Γ4 όρη σο 

απόδεημε κηαο αληζόηεηαο, αιιά κε αιιεπάιιειεο εθαξκνγέο ηνπ Θεσξήκαηνο 

Μέζεο Τηκήο θαη δελ θαηάθεξαλ λα νινθιεξώζνπλ ηε κειέηε όισλ ησλ 

πεξηπηώζεσλ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
3 Ζ ζπγθεθξηκέλε κεζνδνινγία είλαη γλσζηή θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επίιπζε παξόκνησλ 

εμηζώζεσλ ζηα ζρεηηθά βνεζήκαηα (βι. π.ρ. ζην [3], ζ.110).   
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2. Μια ανηίζηοιση πεπίπηυζη ζηο θέμα Δ ηυν πανελλαδικών εξεηάζευν ηος 

2017.  

Ζ επίιπζε κηαο εμίζσζεο παξόκνηαο κε απηή ηνπ εξσηήκαηνο Γ4/2022 (όρη θπζηθά 

αδύλαηεο), πνπ ζπλδένληαλ κε ηε γλώζε ηνπ νιηθνύ κέγηζηνπ κηαο ζπλάξηεζεο είρε 

δεηεζεί ζην εξώηεκα Γ4 ησλ παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ ηνπ 2017. 

 

Πανελλαδικέρ Εξεηάζειρ 2017, Θέμα Δ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
3 4

x

x , x [ 1,  0)
f (x)

e εκx, x [0, π]

  
 



 

Γ1.  Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [–1, π] θαη λα βξείηε 

ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο.      Μνλάδεο 5 

Γ2. Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα, θαη λα 

βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο.      Μνλάδεο 6 

Γ3. Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο f, ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g, κε g(x) = e
5x

, x  IR, ηνλ άμνλα yy θαη ηελ 

επζεία x = π.        Μνλάδεο 6 

Γ4. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  
3π 3π

24 416e f (x) e (4x 3π) 8 2
 

    Μνλάδεο 8 

 

Από ηα 1821 γξαπηά πνπ αμηνινγήζεθαλ ην 2017 ζην Βαζκνινγηθό Κέληξν ηεο 

Γπηηθήο Θεζζαινλίθεο κόλν 32 (πνζνζηό 1,76%) έιαβαλ ην ζύλνιν ησλ 8 κνλάδσλ 

ηνπ εξσηήκαηνο Γ4! 
4
  

Φαξαθηεξηζηηθόο είλαη ν ηξόπνο πνπ ζρνιίαζαλ ηελ επίδνζε ησλ ππνςεθίσλ ζην 

ζπγθεθξηκέλν εξώηεκα νη ζπληνληζηέο ηνπ Βαζκνινγηθνύ Κέληξνπ (βι [4], ζ.684): 

Ζ εμίζσζε είλαη θαηαζθεπαζκέλε κε βάζε ηα επξεζέληα ζην εξώηεκα Γ2 θαη κε 

θαηάιιειε επεμεξγαζία κεηαηξέπεηαη ζε κηα εμίζσζε κε πξνθαλή ξίδα ελώ νη άιιεο ξίδεο 

απνθιείνληαη κε βάζε ηα αθξόηαηα. 

Ζ κεηαηξνπή δελ είλαη αξθεηά δύζθνιε αιιά ε δηθαηνιόγεζε ηεο κνλαδηθόηεηαο απαηηεί 

γλώζε θαη πξνζνρή … 

Δληύπσζε θάλεη ην γεγνλόο όηη ην 83% ησλ καζεηώλ δελ δνθίκαζαλ λα βξνύλε νύηε 

θάπνηα πξνθαλή ξίδα. 

Δπίζεο πξέπεη λα ηνληζζεί όηη πνιινί καζεηέο δελ έθαλαλ ηνλ θόπν λα δνύλε ηα 

πξνεγνύκελα εξσηήκαηα ηνπ ζέκαηνο θαη λα ηα ζπλδέζνπλ κεηαμύ ησλ. 

                                                           
4
 Τν 2017, ην πνζνζηό ησλ άξηζησλ γξαπηώλ ηεο Οκάδαο Πξνζαλαηνιηζκνύ Θεηηθώλ Σπνπδώλ ήηαλ 

κόιηο 4,39%. 
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Έηζη παξαηεξήζεθε ην θαηλόκελν λα ζεσξνύλ ζην Γ4 λέα ζπλάξηεζε θαη λα κειεηνύλ εμ 

αξρήο κνλνηνλία θαη αθξόηαηα, κε ζπλέπεηα λα ράλνπλ πνιύηηκν ρξόλν.  

Απηή ηε κνλνιηζηθόηεηα ζηνλ ηξόπν ζθέςεο ησλ καζεηώλ ηε ζπλαληάκε θαη κέζα ζηηο 

ηάμεηο θαη πξέπεη λα ηελ πξνζέμνπκε. 

Μία δηαθνξεηηθή άπνςε γηα ην εξώηεκα Γ4 δηαηππώζεθε από έλαλ εθπξόζσπν ηνπ 

θξνληηζηεξηαθνύ ρώξνπ (βι. [5], ζ.120): 

Τν ζέκα Γ4 ζύκηδε πεξηζζόηεξν «ζπαδνθεθαιηά». Δίλαη κηα εμίζσζε πνπ ιύλεηαη κε 

ηδηαίηεξν ηξόπν ρξεζηκνπνηώληαο ην αθξόηαην ηεο ζπλάξηεζεο. Γλσζηό ζέκα ζηε 

βηβιηνγξαθία θαη παξόκνηαο ινγηθήο ζέκαηα ζπλαληνύκε ζε δηαγσληζκνύο καζεκαηηθώλ.  

Σην ζεκείν απηό πξέπεη λα αλαθέξνπκε όηη αζθήζεηο απηνύ ηνπ είδνπο («επίιπζε 

κεηθηώλ εμηζώζεσλ») ήηαλ πνιύ ζπλεζηζκέλεο ηελ πεξίνδν ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 

Γεζκώλ, ηδηαίηεξα ζην εηζαγσγηθό θεθάιαην κειέηεο ησλ πξαγκαηηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

κε αιγεβξηθά εξγαιεία. Έλα ραξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα είλαη ε εμίζσζε 

x x 2 x
5 5 2ζπλ

3

  
   

 
, 

πνπ πξνθύπηεη από ηελ ηζόηεηα κηαο εθζεηηθήο κε κηα ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε θαη 

δεκνζηεύηεθε ζην [6] (ζ.53). Τν πξώην κέινο είλαη πάληνηε  2, ην δεύηεξν κέινο 

πάληνηε  2, ελώ ε ηζόηεηα θαη ζηα δύν κέιε ηζρύεη κόλν όηαλ x = 0.   

Σεκεηώλνπκε επίζεο όηη θαη ην 2017 παξαηεξήζεθε ην θαηλόκελν (θπξίσο ζε γξαπηά 

πνιύ ηθαλώλ ππνςεθίσλ) λα δνζνύλ καθξνζθειείο απαληήζεηο κε ηελ ίδηα αθξηβώο 

κέζνδν πνπ πεξηγξάςακε  γηα ην εξώηεκα Γ4 ησλ εμεηάζεσλ ηνπ 2022. 

Σπκπεξαζκαηηθά κπνξνύκε λα ππνζηεξίμνπκε όηη εξσηήκαηα όπσο ην Γ4 ησλ 

εμεηάζεσλ ηνπ 2017 δελ είλαη νύηε «πξσηόηππα» νύηε «παξαπιαλεηηθά», όηαλ 

βέβαηα ην δεηνύκελν δηαηππώλεηαη σο «επίιπζε εμίζσζεο». 

Τα εξσηήκαηα πνπ ιεηηνύξγεζαλ «παξαπιαλεηηθά» ζηηο εμεηάζεηο ηνπ 2017 ήηαλ 

κάιινλ ηα Γ1, Γ2 ζηα νπνία απαηηήζεθε ε παξαγώγηζε ηεο ζπλάξηεζεο 

3 4f (x) x ,  x [ 1,  0).    

Ζ κεγάιε πιεηνςεθία ησλ ππνςεθίσλ πνπ αζρνιήζεθε κε ην ζέκα  έγξαςε          

4

3 4 3x x  

αληί ηνπ νξζνύ  
4 4

3 4
3 3x x x   , απνθαιύπηνληαο ηε κεγάιε δπζθνιία θαηαλόεζεο 

θαη νξζήο εθαξκνγήο κηαο βαζηθήο καζεκαηηθήο έλλνηαο πνπ δηδάζθεηαη ζηελ Α΄ 

Λπθείνπ («δύλακε κε ξεηό εθζέηε»).         

 



9 
 

3. Μια ιδιαίηεπη πεπίπηυζη ζηο θέμα Γ ηυν πανελλαδικών εξεηάζευν ηος 2021. 

Σηηο εμεηάζεηο ηνπ 2021 ε δηαηύπσζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ2 έγηλε από ηνπο ζεκαηνδόηεο 

κε ηέηνην ηξόπν πνπ κπνξεί εύινγα λα ζεσξεζεί όηη είρε ζηόρν ηελ παξαπιάλεζε 

κηαο κεγάιεο θαηεγνξίαο ππνςεθίσλ. Δθείλσλ, πνπ ελώ έρνπλ βαζηθέο παξαλνήζεηο 

γηα ηε ζεκαζία ησλ ππαξμηαθώλ ζεσξεκάησλ ηεο Αλάιπζεο, ρξεζηκνπνηνύλ 

αλαιπηηθέο κεζόδνπο αθόκε θαη ζηελ επίιπζε απιώλ αιγεβξηθώλ αζθήζεσλ. Απηό 

ην θαηλόκελν, πνπ έρεη ιάβεη κεγάιεο δηαζηάζεηο ηα ηειεπηαία ρξόληα, είλαη άκεζε 

ζπλέπεηα ηνπ δξαζηηθνύ πεξηνξηζκνύ ηεο δηδαθηέαο θαη εμεηαζηέαο ύιεο ηεο Γ΄ 

Λπθείνπ ζε έλα κηθξό ηκήκα ηερληθώλ ηεο Αλάιπζεο, θαη ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηεο 

δηδαζθαιίαο ζηελ «αζθεζηνινγία» ησλ παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ. Τν πξόβιεκα είρε 

επηζεκαλζεί ήδε από ην 2013 ζε κηα ελδηαθέξνπζα ζπδήηεζε πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε 

ζηνλ ηζηόηνπν mathematica.gr (βι. [7]). 

 

Πανελλαδικέρ Εξεηάζειρ 2021, Θέμα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 

3 2αx 3x x 1, x 0

f (x)   ,  κε  α 3.3π
ζπλx 0 x

2

    


  
 



 

Γ1. Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο (κνλάδεο 3) 

αιιά κε παξαγσγίζηκε ζην x0 = 0 (κνλάδεο 3).    Μνλάδεο 6 

Γ2. (i) Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί θαζεκηά από ηνο πξνϋπνζέζεηο ηνπ 

ζεσξήκαηνο Rolle ζην 
3π

0,  
2

 
 
 

 (κνλάδεο 3).      

      (ii) Να βξεζεί ην κνλαδηθό 
3π

μ 0,  
2

 
 
 

 γηα ην νπνίν ηζρύεη f (μ) = 0 (κνλάδεο 3)  

Μνλάδεο 6 

Γ3. Να δείμεηε όηη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f δελ ππάξρνπλ ζεκεία 

κε αξλεηηθή ηεηκεκέλε ζηα νπνία ε εθαπηνκέλε ηεο είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα 

xx.         Μνλάδεο 6 

Γ4. Να δείμεηε όηη f(x)  –1, γηα θάζε 
3π

x ,  .
2

 
  
 

  Μνλάδεο 7 
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Γηα ηελ επίδνζε ησλ ππνςεθίσλ ζην ζπγθεθξηκέλν ζέκα επηζεκαίλνπκε ηα εμήο:
5
 

Πνζνζηό κεγαιύηεξν ηνπ 70% έιαβε ιηγόηεξεο από 12,5 κνλάδεο (δειαδή ηε βάζε) 

ελώ ην πνζνζηό απηώλ πνπ βαζκνινγήζεθαλ ζηελ θιάζε [0, 5] αγγίδεη ην 45%. 

Σηελ επίδνζε αλά εξώηεκα, ε πιήξεο απνηπρία (0 κνλάδεο) ζε έλα ηνπιάρηζηνλ από 

ηα ηέζζεξα εξσηήκαηα αγγίδεη ην 50% ελώ αλ ζεσξήζνπκε σο πιήξε απνηπρία θαη ηε 

(ζπλήζσο ραξηζηηθή) 1 κνλάδα, ηόηε ην πνζνζηό απηό αγγίδεη ην 60%. 

Σην άιιν άθξν ηνπ βαζκνινγηθνύ θάζκαηνο, ην πνζνζηό ησλ ππνςεθίσλ πνπ 

βαζκνινγήζεθαλ ζηελ θιάζε [21, 25] γηα ηε ζπλνιηθή επίδνζε ζην ζέκα Γ αλέξρεηαη 

ζην 16,6%, ελώ ην πνζνζηό απηώλ πνπ έιαβε ην ζύλνιν ησλ κνλάδσλ ζε έλα 

ηνπιάρηζηνλ εξώηεκα αγγίδεη ην 20%. 

Δηδηθά γηα ην εξώηεκα Γ2 κε ην νπνίν ζα αζρνιεζνύκε ζηε ζπλέρεηα, ην 48,9% ησλ 

ππνςεθίσλ βαζκνινγήζεθε κε 0 ή 1 κνλάδεο θαη ην 20,2% κε 5 ή 6 κνλάδεο.   

Παξαηεξώληαο ηε δηαηύπσζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ2 δελ είλαη εύθνιν λα δηαθξίλνπκε 

θάπνην ζηνηρείν πνπ δηθαηνινγεί ην ραξαθηεξηζκό «πξσηόηππν» ή «παξαπιαλεηηθό». 

Εεηείηαη ν έιεγρνο ησλ ππνζέζεσλ ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle ζηε δνζείζα  ζπλάξηεζε 

(πνπ έρεη ήδε κειεηεζεί ζην εξώηεκα Γ1) θαη ζηε ζπλέρεηα ε εύξεζε ηεο κνλαδηθήο 

ξίδαο ηεο εμίζσζεο f (x) = 0, ε νπνία ζην δεδνκέλν δηάζηεκα ηαπηίδεηαη κε ηελ 

εμίζσζε εκx = 0. 

Πξνο κεγάιε έθπιεμε απηώλ πνπ αμηνιόγεζαλ ην ζπγθεθξηκέλν εξώηεκα ζηα 

Βαζκνινγηθά Κέληξα, ε κεγάιε πιεηνςεθία ησλ ππνςεθίσλ δελ ην θαηαλόεζε κε 

παξόκνην ηξόπν. Σε πάξα πνιινύο θαίλεηαη όηη πξνθάιεζε «γλσζηηθή ζύγθξνπζε» 

ην γεγνλόο όηη ελώ ζην Γ2(i) απνδεηθλύεηαη εύθνια όηη δελ ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ 

ζεσξήκαηνο Rolle, ζην Γ2(ii) δεηείηαη ε εύξεζε ηνπ ζεκείνπ πνπ κεδελίδεη ηελ 

πξώηε παξάγσγν.
6
  Απηό ην γεγνλόο είρε δύν ζπλέπεηεο: 

Μία θαηεγνξία ππνςεθίσλ πξνζδηόξηζε έλα θιεηζηό ππνδηάζηεκα ηνπ δνζέληνο 

δηαζηήκαηνο, ζην νπνίν ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle θαη ζπκπέξαλε 

έηζη ηελ ύπαξμε (αιιά όρη εύξεζε όπσο δεηνύζε ε δηαηύπσζε) κηαο ξίδαο ηεο πξώηεο 

παξαγώγνπ ζην αληίζηνηρν αλνηθηό ππνδηάζηεκα. 

Μηα άιιε θαηεγνξία, ζηελ νπνία αλήθνπλ θαη νξηζκέλα ζρεδόλ άξηζηα γξαπηά, 

κειέηεζε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο παξαγώγνπ f (x) = –εκx ζε θάζε έλα από ηα ηξία 

                                                           
5
 Τα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία πξνέξρνληαη από δύν Βαζκνινγηθά Κέληξα ηεο Θεζζαινλίθεο, ζηα νπνία 

αμηνινγήζεθαλ 2387 γξαπηά. 
6
 Σε όζνπο έρνπλ δηδάμεη ζηελ Γ΄ Λπθείνπ απνηειεί θνηλό ηόπν ε επόκελε δηαπίζησζε (πνπ έρεη επίζεο 

επαιεζεπηεί από πνιιέο έξεπλεο): Οη πεξηζζόηεξνη καζεηέο είλαη απνιύησο βέβαηνη όηη αλ δελ ηζρύνπλ 

νη ππνζέζεηο ελόο ζεσξήκαηνο, ηόηε δελ ηζρύεη νύηε ην ζπκπέξαζκά ηνπ. 
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ππνδηαζηήκαηα 
π

0,  
2

 
 
 

, 
π

,  π
2

 
 
 

 θαη 
3π

π,  
2

 
 
 

 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο θαη βξήθε όηη 

ζην δεύηεξν από απηά αλήθεη ην 0. Έηζη (θάλνληαο θαη ρξήζε ηεο αληίζηνηρεο 

κνλνηνλίαο) ζπκπέξαλε ηελ ύπαξμε (αιιά όρη εύξεζε όπσο δεηνύζε ε δηαηύπσζε) 

ηεο κνλαδηθήο ξίδαο ηεο παξαγώγνπ.       

Όπσο ζα δείμνπκε ζηελ παξνπζίαζε, ε έθζεζε ηεο πξνεγνύκελεο δηαδηθαζίαο ζε 

νξηζκέλα γξαπηά ήηαλ ηόζν άςνγε θαη ιεπηνκεξήο πνπ θάιπςε έθηαζε δύν ζειίδσλ!  

Ζ αληηκεηώπηζε απηή ηνπ εξσηήκαηνο Γ2 από κεγάιν αξηζκό ππνςεθίσλ εγείξεη 

πνιιά ζεκαληηθά δεηήκαηα. Απηά αθνξνύλ αξρηθά ηε αμηνιόγεζε ησλ γξαπηώλ ζηα 

Βαζκνινγηθά Κέληξα θαη ηα πξνβιήκαηα πνπ δεκηνπξγνύληαη από ηε δηαθνξεηηθή 

ζηάζε πνπ πηνζεηνύλ κεξηθέο θνξέο νη δύν βαζκνινγεηέο ελόο γξαπηνύ όηαλ 

αμηνινγνύλ παξόκνηεο απαληήζεηο. Λακβάλνληαο όκσο ππόςε όηη απηό πνπ έθαλαλ νη 

ζπγθεθξηκέλνη ππνςήθηνη ήηαλ νπζηαζηηθά ε «ππαξμηαθή επίιπζε» κηαο απιήο 

ηξηγσλνκεηξηθήο εμίζσζεο, ην δήηεκα ζπλδέεηαη πεξηζζόηεξν κε ηηο αξλεηηθέο 

επηπηώζεηο πνπ έρεη ε δηδαζθαιία ηεο Αλάιπζεο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ. Οη επηπηώζεηο 

απηέο αθνξνύλ θπξίσο κε ηηο πξνεγνύκελεο γλώζεηο ησλ καζεηώλ ζηα Μαζεκαηηθά, 

αιιά εθηείλνληαη θαη πέξαλ απηώλ (ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε κπνξεί π.ρ. λα 

επηθαιεζηεί θαλείο αθόκε θαη ηε δεκηνπξγία παξαλνήζεσλ ζρεηηθά ηελ αθξηβή 

ζεκαζία ησλ ιέμεσλ «εύξεζε» θαη «ύπαξμε»!). 

Αλαθεθαιαηώλνληαο κπνξνύκε λα ππνζηεξίμνπκε όηη δελ ππάξρεη θαλέλα 

αληηθεηκεληθό επηρείξεκα πνπ αηηηνινγεί  ραξαθηεξηζκνύο πεξί «δπζθνιίαο» ή 

«παξαπιάλεζεο» ησλ ππνςεθίσλ ζην εξώηεκα Γ2 ησλ εμεηάζεσλ ηνπ 2021. Τν 

εξώηεκα απηό αμηνινγνύζε, κε ζρεδόλ ηεηξηκκέλν ηξόπν, ηελ ηθαλόηεηα εθαξκνγήο 

ελόο βαζηθνύ ζεσξήκαηνο ηεο Αλάιπζεο θαη επίιπζεο κηαο απιήο ηξηγσλνκεηξηθήο 

εμίζσζεο.  

Τα απνηειέζκαηα έδεημαλ όηη ε ζπγθεθξηκέλε δηαηύπσζε ηνπ εξσηήκαηνο ζπλέβαιε 

θαζνξηζηηθά ζηε ιεπηή δηάθξηζε ησλ ππνςεθίσλ πνπ έρνπλ θαηαλνήζεη ηελ έλλνηα 

«ζεώξεκα» θαη δελ ζπγρένπλ ηηο ηερληθέο ηεο Άιγεβξαο κε εθείλεο ηεο Αλάιπζεο, 

ζηέιλνληαο παξάιιεια πνιιά κελύκαηα πξνο ζην ρώξν ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ (ελδνζρνιηθήο θαη εμσζρνιηθήο). 
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4. Μια ιδιαίηεπη πεπίπηυζη «παπαπλάνηζηρ» ζηο 4
ο
 θέμα ηυν πανελλαδικών 

εξεηάζευν ηος 2008. 

Σην ηέηαξην θαη ηειεπηαίν κέξνο ηεο εηζήγεζεο ζα παξνπζηάζνπκε έλα ζέκα πνπ 

ηέζεθε ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ηνπ 2008, δειαδή ηελ πεξίνδν εθαξκνγήο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ Καηεπζύλζεσλ. Τν ζέκα απηό πξνθάιεζε πνιιέο ζπδεηήζεηο ζηηο 

νπνίεο θπξηαξρνύζαλ νη ιέμεηο «παξαπιάλεζε» θαη «παγίδα». 

 

Πανελλαδικέρ Εξεηάζειρ 2008, Θέμα 4
ο
 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε ζπλερήο ζην ΗR γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

2

3

0

f (x) (10x 3x) f (t)dt 45    

α. Να απνδείμεηε όηη f(x) = 20x
3
 + 6x – 45    Μνλάδεο 8 

β. Γίλεηαη επίζεο κηα ζπλάξηεζε g δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην ΗR . 

Να απνδείμεηε όηη  
h 0

g (x) g (x h)
g (x) lim

h

  
     Μνλάδεο 4  

γ. Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε f ηνπ εξσηήκαηνο (α) θαη ηε ζπλάξηεζε g ηνπ εξσηήκαηνο 

(β) ηζρύεη όηη  
2h 0

g(x h) 2g(x) g(x h)
lim f (x) 45

h

   
   θαη g(0) g (0) 1,  ηόηε 

i. λα απνδείμεηε όηη g(x) = x
5
 + x

3
 + x + 1    Μνλάδεο 10 

ii. λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g είλαη 1 – 1   Μνλάδεο 3     

 

Τν εξώηεκα κε ην νπνίν ζα αζρνιεζνύκε είλαη ην 4(β), ζην νπνίν δεηήζεθε ε 

απόδεημε κηαο παξαιιαγήο ηνπ νξηζκνύ ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ. Σην εξώηεκα απηό 

θαηαγξάθεθε έλα απξνζδόθεηα κεγάιν πνζνζηό απνηπρίαο, όπσο δείρλεη ν επόκελνο 

πίλαθαο ηεο επίδνζεο ησλ ππνςεθίσλ ζε έλα ηπραίν δείγκα 1000 γξαπηώλ πνπ 

αμηνινγήζεθαλ ζην 53
ν
 Βαζκνινγηθό Κέληξν Γπηηθήο Θεζζαινλίθεο:  

Μνλάδεο Γξαπηά Πνζνζηό 

0 742 74% 

1 151 15% 

2 35 3,5% 

3 15 1,5% 

4 57 6% 



13 
 

Ζ κεγάιε απηή απνηπρία γίλεηαη αθόκε πην εληππσζηαθή αλ ιάβνπκε ππόςε όηη ηα 

εξώηεκα 4(β) απνηειεί κηθξή παξαιιαγή ηεο επόκελεο άζθεζεο ηνπ ζρνιηθνύ 

βηβιίνπ (§2.1, άζθεζε 8(ii) Β΄ Οκάδαο): 

Να απνδείμεηε όηη, αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην xo, ηόηε 

o o
o

h 0

f (x h) f (x )
lim f (x )

h

 
   

Σην ηεύρνο κε ηηο ιύζεηο ησλ αζθήζεσλ ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ ε δεηνύκελε ζρέζε 

πξνθύπηεη από ηνλ νξηζκό ηεο πξώηεο παξαγώγνπ κέζσ κηαο αιιαγήο κεηαβιεηήο 

(παξόκνηα ήηαλ θαη ε απόδεημε ηνπ εξσηήκαηνο 4(β) πνπ δόζεθε από ηελ Κεληξηθή 

Δπηηξνπή Δμεηάζεσλ ζηηο ελδεηθηηθέο απαληήζεηο ησλ ζεκάησλ). 

Αλ ζπγθξίλνπκε ην εξώηεκα 4(β) κε ηελ άζθεζε ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ 

δηαπηζηώλνπκε νξηζκέλεο επνπζηώδεηο αιιαγέο πνπ αθνξνύλ ην ζπκβνιηζκό ηεο 

ζπλάξηεζεο, ηελ ηάμε ηεο παξαγώγνπ θαη ηελ εμαθάληζε ηνπ αξλεηηθνύ πξνζήκνπ 

από ην δεύηεξν κέινο, αιιά θαη κηα νπζηώδε παξέκβαζε πνπ ππήξμε ε αηηία ηεο 

καδηθήο απνηπρίαο: Τελ αληηθαηάζηαζε ηνπ γξάκκαηνο xo ηεο ζρνιηθήο άζθεζεο 

(παξάκεηξνο ζε ξόιν ζηαζεξάο) από ην γξάκκα x.   

Οη ππνςήθηνη πνπ αζρνιήζεθαλ κε ην εξώηεκα απηό έδσζαλ κηα κεγάιε πνηθηιία 

απαληήζεσλ, ζηηο πεξηζζόηεξεο όκσο από ηηο νπνίεο ε ζηαζεξά x ρξεζηκνπνηήζεθε 

σο κεηαβιεηή.    

Πάξα πνιινί επηρείξεζαλ λα κεηαζρεκαηίζνπλ ηνλ νξηζκό ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ 

 
 

o

o

o
x x

o

g (x) g x
g x lim

x x

 
 


  (1) 

ζηε δεηνύκελε ζρέζε γξάθνληαο 

o

o
o

h x x

o

x x
o x x h o

h 0

g (x) g (x )
g (x) lim

x x

g (x) g (x h)
g (x) lim

h

 


  



 
 



  
 


 

Απηό όκσο πνπ έθαλαλ, κε απζαίξεηε ρξήζε ηνπ γξάκκαηνο x (σο κεηαβιεηήο θαη 

ζηαζεξάο ηαπηόρξνλα), ήηαλ νπζηαζηηθά ν θιαζηθόο κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ νξηζκνύ 

ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ζηε κνξθή 

 
   o o

o
h 0

g x h g x
g x lim

h

  
  . 

Κάπνηνη άιινη επηρείξεζαλ λα κεηαζρεκαηίδνπλ ηε δεηνύκελε ζρέζε 
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h 0

g (x) g (x h)
g (x) lim

h

  
   

ζηνλ νξηζκό ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ, ζεσξώληαο ηε ζηαζεξά x σο κεηαβιεηή θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αιιαγή κεηαβιεηήο x = xo + h. Απηό είρε όκσο σο απνηέιεζκα 

λα θαηαιήμνπλ ζηε ιαλζαζκέλε ηζόηεηα 

o

o
o

x x
o

g (x) g (x )
g (x) lim g (x )

x x

 
  


. 

Σην ζεκείν απηό πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη κηα «απόδεημε», ε νπνία αλαξηήζεθε ηε 

κέξα ησλ εμεηάζεσλ ζηνλ ηζηόηνπν θξνληηζηεξηαθνύ ζπγθξνηήκαηνο, ζηεξίδεηαη ζην 

ίδην αθξηβώο ιάζνο. 
7
  

Ζ πξνεγνύκελε ηδέα κπνξεί όκσο λα εθαξκνζηεί γηα λα δηαηππσζεί κηα νξζή 

απόδεημε κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν (ε παξάκεηξνο x δηαηεξεί ηνλ αξρηθό ηεο ξόιν σο 

ζηαζεξά): 

h 0

x h u

h 0

u x

g (x) g (x h)
lim

h

g (x h) g (x)
lim

h

g (u) g (x)
lim g (x)

u x



 





  


  




 




 

Σηελ ίδηα νπζηαζηηθά ηδέα ζηεξίδεηαη θαη ε επόκελε απόδεημε, ηελ νπνία 

παξνπζηάδνπκε όπσο αθξηβώο δόζεθε ζην γξαπηό ελόο ππνςεθίνπ: 

 
 

o

o

o
x x

o

g (x) g x
g x lim

x x

 
 


  Θέησ u = –x 

           
o

o

u x
o

g ( u) g (x )
lim

u x

  


 
  Θέησ h = u + xo     –u = xo – h 

           o o o o

h 0 h 0

g (x h) g (x ) g (x ) g (x h)
lim lim

h h 

      
 


 

Δπεηδή ην xo είλαη ηπραίν, ζα ηζρύεη 
h 0

g (x) g (x h)
g (x) lim

h

  
  . 

Παξαηεξνύκε εδώ όηη ν ηππηθόο νξηζκόο ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ζην ζεκείν xo 

κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ απνδεηθηέα ζρέζε κέζσ δύν δηαδνρηθώλ αιιαγώλ κεηαβιεηήο 

(από ην x ζην u θαη από ην u ζην h). Δπηζεκαίλνπκε ηδηαίηεξα ηε δηαηήξεζε ηεο 

παξακέηξνπ xo ζε ξόιν κίαο ηπραίαο ζηαζεξάο, ε νπνία ζην ηέινο κπνξεί θπζηθά λα 

παξαζηαζεί κε νπνηνδήπνηε άιιν γξάκκα. Ο ππνςήθηνο ζα κπνξνύζε λα απνθύγεη 

                                                           
7
 Τν δήηεκα απηό αλαιύεηαη δηεμνδηθά ζην [2] (ζζ.75-76). 
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ηελ αξρηθή ρξήζε ηνπ x σο κεηαβιεηήο αλ ζηνλ νξηζκό ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ 

ρξεζηκνπνηνύζε έλα δηαθνξεηηθό γξάκκα. 

Όιεο νη πξνεγνύκελεο απαληήζεηο ζην εξώηεκα 4(β) ζηεξίρηεθαλ ζηνλ νξηζκό ηεο 

έλλνηαο ηεο παξαγώγνπ, δειαδή αθνινύζεζαλ ιίγν-πνιύ ηε κέζνδν πνπ πηνζέηεζαλ 

νη ζπγγξαθείο ζηηο ιύζεηο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ θαζώο θαη ε Κεληξηθή Δπηηξνπή 

Δμεηάζεσλ. Όζνη όκσο αζρνινύληαη κε ηελ αμηνιόγεζε ησλ γξαπηώλ ζηα 

Βαζκνινγηθά Κέληξα γλσξίδνπλ όηη νη ππνςήθηνη ρξεζηκνπνηνύλ κηα κεγάιε 

πνηθηιία κεζόδσλ, πνπ πνιιέο θνξέο εθπιήζζνπλ κε ηελ επηλνεηηθόηεηά ηνπο. Γελ ζα 

κπνξνύζαλ ινηπόλ λα απνπζηάδνπλ από κία ηέηνηα ζπιινγή νη πξνζπάζεηεο αξθεηώλ 

ππνςεθίσλ, νη νπνίνη θαηαλόεζαλ ην εξώηεκα σο κηα άζθεζε ππνινγηζκνύ νξίνπ 

θαη απνθάζηζαλ λα εθαξκόζνπλ ηνλ θαλόλα De l’ Hospital ή ην Θεώξεκα Μέζεο 

Τηκήο. Παξαζέηνπκε δύν ηέηνηεο ραξαθηεξηζηηθέο «απνδείμεηο», όπσο αθξηβώο 

δόζεθαλ ζηα αληίζηνηρα γξαπηά, θαη πξνηείλνπκε ζηνλ αλαγλώζηε λα αζρνιεζεί κε 

ηελ πνιύ ελδηαθέξνπζα άζθεζε εληνπηζκνύ ησλ επίκαρσλ ζεκείσλ: 

Δθαξκνγή ηνπ θαλόλα De l’ Hospital 

 

 

0
0

h 0 h 0

h 0 h 0 h 0

g (x) g (x h)g (x) g (x h)
lim   lim

h
h

0 g (x h)(x h)
 lim lim g (x h)( 1) limg (x h) g (x)

1

 

  

    




   
         

 

Δθόζνλ παξαγσγίδνπκε σο πξνο h,  g (x) 0   ζεσξείηαη αξηζκόο.  

Δθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο Μέζεο Τηκήο 

Ζ g (x) είλαη ζπλερήο ζην IR άξα θαη ζην ππνδηάζηεκα [x – h, x] 

Ζ g (x) είλαη παξαγσγίζηκε ζην IR άξα θαη ζην ππνδηάζηεκα [x – h, x] 

Άξα από Θ.Μ.Τ. ηζρύεη ππάξρεη έλα μ  (x – h, x) ώζηε: 

g (x) g (x h) g (x) g (x h)
g (μ)

x x h h

      
  

 
 

Δπεηδή x – h < μ < x, ζα ηζρύεη  h  0  μ  x  

Άξα από ηε ζρέζε ηνπ Θ.Μ.Τ. πξνθύπηεη όηη :   

h 0 h 0 μ x

g (x) g (x h)
lim limg (μ) limg (μ) g (x)

h  

  
      

 

Παξαηεξνύκε όηη θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο γίλεηαη ζην ηειεπηαίν βήκα απζαίξεηε 

ρξήζε ηεο ζπλέρεηαο ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ. Σηε δεύηεξε πεξίπησζε όκσο ππάξρεη 
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θαη έλα βαζύηεξν δήηεκα πνπ αθνξά ηε ρξήζε ηνπ Θεσξήκαηνο Μέζεο Τηκήο ζε 

δηάζηεκα κε κεηαβιεηό άθξν γηα ηνλ ππνινγηζκό νξίσλ.
8
 

Οινθιεξώλνληαο ηελ παξνπζίαζε ησλ απαληήζεσλ πνπ δόζεθαλ ζην εξώηεκα 4(β) 

ησλ εμεηάζεσλ ηνπ 2008, ζέινπκε λα επηζεκάλνπκε ην εμήο: Καλείο ππνςήθηνο δελ 

αμηνπνίεζε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο έλλνηαο ηεο παξαγώγνπ, κε ηελ νπνία κπνξεί 

λα δνζεί κηα πνιύ ηθαλνπνηεηηθή αηηηνιόγεζε ηεο δεηνύκελεο ζρέζεο. Απηή δελ 

ζπληζηά πξνθαλώο απζηεξή απόδεημε, αιιά δείρλεη όηη ν εμεηαδόκελνο δηαζέηεη κηα 

ελλνηνινγηθή θαηαλόεζε ηνπ δεηήκαηνο ε νπνία ζα αμηνινγεζεί ζεηηθά. 

Ζ δηαηζζεηηθή πξνζέγγηζε κέζσ ηεο αμηνπνίεζεο γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ, πνπ 

πξνηείλνπλ ζπλερώο νη επίζεκεο νδεγίεο δηδαζθαιίαο, ζα κπνξνύζε λα ζπκβάιεη ζε 

κηα νπζηαζηηθή εκβάζπλζε ζηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ, αλ ε ρξήζε ηεο ήηαλ ζπλεπήο θαη 

ζπζηεκαηηθή. Γειαδή ζεκειηώδεηο έλλνηεο (όπσο ε ζπλέρεηα θαη ε παξαγσγηζηκόηεηα 

κηαο ζπλάξηεζεο), πνπ νξίδνληαη κε ρξήζε ηεο έλλνηαο ηνπ νξίνπ ζα πξέπεη θαηά ηελ 

εηζαγσγή ηνπο λα ζπλδένληαη ζηελά κε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

θαη ε δηδαζθαιία ηνπο λα θαζηζηά θαλεξή ηε δσηηθή ζεκαζία ηεο γεσκεηξηθήο 

εξκελείαο σο εξγαιείν αηηηνιόγεζεο. Ζ εμνηθείσζε κε απηή ηε δηαδηθαζία ζα 

νδεγνύζε πξνθαλώο αξθεηνύο ππνςήθηνπο λα επηρεηξήζνπλ κηα γεσκεηξηθή 

πξνζέγγηζε ζην εξώηεκα 4(β) ην 2008. Ζ εκβάζπλζε όκσο απηή δελ απνηειεί θύξην 

ζηόρν ηεο δηδαζθαιίαο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ, όπνπ ε έκθαζε δίλεηαη ζηνλ ππνινγηζκό 

νξίσλ κε βάζε ηηο αληίζηνηρεο αιγεβξηθέο ηδηόηεηεο, νύηε απνηειεί δεηνύκελν ζηα 

ζέκαηα ησλ παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ.  

Αλαθεθαιαηώλνληαο κπνξνύκε λα ππνζηεξίμνπκε όηη ην εξώηεκα 4(β) ηνπ 2008, σο 

παξαιιαγή άζθεζεο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ, δελ κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί 

«πξσηόηππν» κε ηα ζπλήζε εμεηαζηηθά θξηηήξηα. Ζ απόθαζε όκσο ησλ ζεκαηνδνηώλ 

λα αληηθαηαζηήζνπλ ην xo ηεο άζθεζεο από ην x δηθαηνινγεί ηνπο ραξαθηεξηζκνύο 

«παξαπιαλεηηθό» θαη «παγίδα» πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηε δεκόζηα ζπδήηεζε 

εθείλε ηελ πεξίνδν.  

Ζ κεγάιε απνηπρία ζην ζπγθεθξηκέλν εξώηεκα (ην 90% ησλ ππνςεθίσλ έιαβε 0 ή 1 

κνλάδεο θαη κόλν ην 6% όιεο ηηο κνλάδεο) αλέδεημε ηηο κεγάιεο παξαλνήζεηο ησλ 

απνθνίησλ ηνπ Λπθείνπ (θαη όρη κόλν!) γηα βαζηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο, όπσο ε 

κεηαβιεηή. 

 

                                                           
8
 Μηα ελδηαθέξνπζα ζπδήηεζε γηα ην δήηεκα απηό έρεη δηεμαρζεί πξηλ κεξηθά ρξόληα ζηνλ ηζηόηνπν 

mathematica.gr (βι. [8]), ελώ ζεκαληηθέο ζρεηηθέο παξαηεξήζεηο ππάξρνπλ ζην [9], ζζ.15-18.    
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